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CLASA a X-a

SOLUTII SI BAREME ORIENTATIVE

Nota: - Pentru orice solutie corecta, chiar daca este diferita de cea din barem, se acorda
punctajul corespunzator.
- Nu se acorda fractiuni de punct, dar se pot acorda punctaje intermediare pentru
rezolviri partiale, in limitele punctajului precizat in barem.
- Se acorda zece puncte din oficiu.

Subiectul I (20 puncte)
Sa se arate ca:
a) log,5 +log, 2 > log, 5 log. 4;
b) (log, 12 —log,,24) " € (8;10).
Solutie:
a) Aplicand inegalitatea dintre media aritmetica si media geometricd pentru numerele reale

pozitive si distincte log, 5 si log, 2, rezulta ca

log, 5 + log, 2 1
—— > /log2 5-log; 2 = |log, 5 log, 5 =1,

de unde deducem ca log, 5 + log, 2 > 2. Pe de altd parte,

log, 5 log .4 =2"log, 5 log, 2 = 2.10g25.10g25
Concluzionam céd log, 5 +log, 2 > 2 =log, 5 - log, 4.

b) Avem ci (log, 12 — log,, 24) " = (log, (6 - 2) —log,,(12+2)) " =

—(1+log 2~ 1—1log,2) = (— L) (= L)
= 08¢ 0812 N log, 6 log, 12 - 1+log,3 2+log,3/ °

Notand log, 3 = a,avem ca

1
1 1
1+a 2+4+a

Deoarece V8 < 3 < /32, rezulti ci log, V8 < log, 3 <log, V32, deci z <a< g

(log, 12 —log,, 24) " = = (a+1)(a+2).
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Atunci 2 <a+1< 3 §13 <a+2< ~ > lar prin inmultire rezultd ca are loc inegalitatea

35 88
—<(a+1D(a+2)<—.

4 9

Cum 8 < ” si 5 < 10, concluzionam ca

(log, 12 — log,, 24)"" = (a+ 1)(a + 2) € (8;10).

35 88
7 < (a+1D(a+2)< o de unde concluzia

Detalii de rezolvare Barffm
asociat
a) Aplicd inegalitatea dintre media aritmetica si media geometricd si deduce ca 4
log, 5 +1log 2> 2 p
Calculeazd log, 5 - log, 4 = 2 si deduce concluzia 3p
b) Noteazd log, 3 = a si obtine prin schimbare de baza ca A
-1 p
(log, 12 —log,,24) = (a+1D(a+2)
Observi ci V8 < 3 < V32 si rezultd cé% <a< g 5p
_ .5 8 . 7 11 . . L
Arata ca > <a+1l< 3 83 <a+2< < de unde prin inmultire obtine ca
4p

20p
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Subiectul I (20 puncte)
Fie n numar natural, n > 3si a;,a,, -+, a, > 0cu [aq] = [a,] = - = [a,] = 4
Sa se arate ca
log a1(9a2 —20) + log (9a; —20) + .-+ logan(9a1 —20) > 2n.
Solutie:

Cum [a;] =4, avem ca 4<a; <5, deci ai—4=>0 si a;,—5<0,

iar prin inmultire rezulta ca (a; —4)(a; —5) <0,Vi=1,n.

Atunci ;2 —9a; + 20 < 0, de unde a;*> < 9a; — 20, Vi = 1,n.

Cum a; > 1si a;? < 9a; — 20, avem ci

1oga1(9 a, —20) + loga2(9 az; —20) + -+ logan(9 a; —20) >

> loga1 a,? + loga2 as?+ -+ logan a,’ =2 (loga1 a, + loga2 as + -+ logan al).

Aplicand inegalitatea dintre media aritmetica si media geometricd pentru numerele pozitive

log a, %2 ,log a, 93 -+, log a,, gasim ca
log, a; +log, az+--+log, a;
1 a an n —
- = \/loga1 0L2-loga2 a3-----logana1—
n(lna, Inaj Inaq 1
~ |lna; Ina, Ina,

deci loga1 a, + loga2 as + -+ logan a, = n.
Concluzionam ca

log a1(9a2 —20) + loga2(9a3 —20)+ -+ logan(9a1 —20) >

> 2 (loga1 a, + loga2 as + -+ logan al) > 2n.
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Detalii de rezolvare Bar(?m
asociat
Deduceci4 < a; <5Vi=1n Ip
Argumenteaza ca (a; —4)(a; —5) <0,Vi=1,n 2p
Araticia;? <9a; —20,Vi=1,n 3p
Deduce ca
loga1(9a2 —20) + log . (9a; —20) + - +1log,, (9a; — 20) = 4
" P
2 (loga1 a, + loga2 as + -+ logan al)
Aplica inegalitatea mediilor si deduce ca 5
loga1a2+loga2a3+---+10gana1Zn p
Concluzioneaza ca
loga1(9a2 —-20) + log (9a; —20) + - + logan(9a1 —20) > s
P

> 2 (loga1 a, + loga2 as + -+ logan a1) >2n

20p
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Subiectul III (25 puncte)

Sa se determine functiile f: N — N cu proprietatea
f(f(n+ 1) = f(f(n) + 1) = n + 4053, pentru orice n € N.

Solutie:
Fie n;,n, € N astfel incat f(ny) = f(ny). Atunci si f(n,)+1=f(n,)+1, deci
f(f(ny) + 1) = f(f(ny) + 1), de unde rezulta ca n; + 4053 = n, + 4053. Asadar, n; = n,,
deci functia f este injectiva.
Cum f este injectivd si f(f(n + 1)) =f(f(n)+1), rezultd ca f(n+1)=f(n)+1,
pentru orice n € N. Inlocuind succesiv in aceasta relatie n—1,n—2,n—3,---,0, avem ca
fm=fn-D+1=fn-2)+1+1=fn—-3)+1+1+1=--=
=fO++14+14-+1,

nori

deci f(n) = f(0) + n, pentru orice n € N.
Atunci n+4053=f(f(M)+1)=fO0)+f(n)+1=f0)+f(0)+n+1, de unde

rezulta ca f(0) = 2026, deci f(n) = n + 2026, care verifica ecuatia initiala.

Detalii de rezolvare Bare:m

asociat
Arata ca f este injectiva S5p
Deduce ca f(n+ 1) = f(n) + 1, pentru oricen € N 5p
Deduce ca f(n) = f(0) + n, pentru orice n € N 5p
Deduce ca f(0) = 2026 5p
Concluzioneaza ca f(n) = n + 2026, pentru orice n € N 5p
TOLAD cucerennviceronessancnnsnssnssasssssussessassessoscsssssssasssssussessassessosssssssssssssssvssonssneesssesens 25p
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Subiectul IV (25 puncte)
Fie z;, Z,, z3 € Castfel incat |z;| = |z,] = |z5| = 1, 12 + 2,2 + z32 = 0ssi

Z1 + z, + z3 # 0. Sa se arate ca
|213 + 223 + Z33 - 3212223| = 4

Solutie:

. 1 _ 1 _ 1 )
Cum |z;| = |z,| = |z3| = 1, rezultica z; = = = Atunci

| Z13 + 223 + Z33 - 3Z1Z2Z3| ES

= (Zl + ZZ + Z3) le + ZZZ + Z32 - lez - ZzZ3 _2321 ==

=0
1 1 1
= |Zl + Zz + Z3| " |lez +Zzz3 +Z3le == |Zl + Zz + Z3| " 212223 <_+_+_) ==
Zy Zp Z3
=lzy+ 2z, + z3| - |z1| " |zo| " |23 |1 Zn + Z + Z3| = |lzs + 2+ z3] - |z + 2z, + 23] =
—_— == ==
1 1 1
= |Zl + Zz + Z3|2.
Dar,
|21+ 2o+ 2312 = (21 + 2y + 23)?| = | 212 + 22 + 232 + 2(212, + 2,25 + 2321)| =
=0
= lel + Z2 + Zgl
sicum |z; + z, + z3| # 0, rezulta ca |z, + z, + z3| = 2.
Atunci | z,3 + 2,3 + 233 — 3zy2,23| = |z + 2z, + 2z3]% = 22 = 4.
. Barem
Detalii de rezolvare .
asociat
s> 1 =_1 =_1
Deduce ca z; = o = 3= 5p
Scrie | z,3 + 2,3 + 233 — 32,2,25| =
2 2 2 Sp
=|(z1+ z,+ z3)| z21,°+ 2,° + 23° — 212y — 2,25 — 2324
=0
Deduce ci | z,3 + 2,3 + 233 — 32,2,23] = |z + 2z, + z3)? 5p
Calculeaza |z, + z, + 23| =2 5p
Concluzioneazi ci | z;3 + 2,3 + 233 — 3212,23| = |z, + 2z, + z3|> =22 =4 5p
1] £: | IO OO APPSR 25p




